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Uvod

Laplaceova transformacija je metoda rjeSavanja linearnih diferecijalnih jednadzbi.
Metoda se sastoji od tri koraka. U prvom koraku diferencijalna jednadzba se transformira u
algebarsku jednadzbu. Tako dobivena jednadzba se rijeSi, a u tre¢em koraku se rjeSenje
transformira u traZzeno rjesenje originalne diferencijalne jednadzbe.

Velika prednost pri rjeSavanju Cauchyjeva problema za obi¢ne diferencijalne
jednadzbe primjenom Laplaceove transformacije sastoji se u tome, da se trazeno partikularno
rjeSenje dobiva neposredno i nije neophodno naéi opcée rjeSenje, pa na njega primjeniti
pocetne uvijete.

Kao prednosti primjene Laplaceove transformacije pred klasicnim posupcima
rjeSavanja linearnih diferencijalnih jednadzbi istiCe se: sustavnost, raCunanje uz pomoc¢
jednostavnih algebarskih postupaka, svodenje potrebnog truda na najmanju mjeru upotrebom
tablice transformacijskih parova, automatsko ukljucivanje pocetnih uvjeta.

Laplaceova transformacija vrijedi samo za kontinuirane funkcije, tocnije za po
dijelovima neprekinute fumkcije. Kod diskretnih zapisa imamo z- transformaciju. Njezina
vaznost se javlja pri analizi diskretnih sustava, koji su uz danaS$nju primjenu racunala vrlo
cesti.

PIERE SIMON DE LAPLACE (1749-1827), veliki francuski
matematicar i fizicar, jedan od utemeljitelja metrickog sustava, bavio se
teorijom potencijala i matematickom statistikom. Dokazao stabilnost
suncevog sustava.




Laplaceova transformacija 1 inverzna Laplaceova transformacija

Laplaceova transformacija je integralna transformacija koja je tijesno povezana s
Fourierovom i ima analogna svojstva. Pomocu Laplaceove transformacije veli¢ine koje su
funkcije vremena ¢ preslikavaju se u nove veli¢ine koje su funkcije kompleksne varijable, s
=0 +iw 1na taj se nacin stvarnoj funkciji f(?) pridruzuje odgovarajuca funkcija F(s) kao njena
slika. Zadatak se iz realnog podrucja (t-domena) prenosi u matematicki izvedeno Laplaceovo
podrucje (s-domena) (slika 1.).

F(s)=£{ 1)}

t-domena §-domena

Slika 1. Laplaceova transformacija

Za funkciju f(?) realne varijable ¢ kazemo da je original (dakle pripada podrucju
definicije Laplaceove transformacije), ako je ona definirana za ¢ > 0, integrabilna na intervalu
(0,0), 1 ako je

| f (t)| < Ke™, o, 1 K= const. (1)

Ako je s kompleksna varijabla, tj. s =0 +iw, onda funkciju

F(s)=[e™ f(¢) dt )
0
nazivamo slikom (transformatom) funkcije f(z) 1 piSemo F(s)=A/f(t)]. Integral (2) apsolutno
konvergira za Re{s! > oy, odnosno o > oy, pri ¢emu je oy konstanta iz (1). Odavde slijedi da
je slika F'(s) definirana u poluravnini o > oy. Transformat F(s) je u toj poluravnini analiticka
funkcija od s, 1 ona tezi prema nuli za o — o i ostaje omedena u bilo kojoj poluravnini o >
oy. Dalje ¢e se uzimati da je s realna varijabla.

Alm(s)

s-domena
F(S) postoji
Go

- -
=i} -

Re(s)

Slika 2. s- domena i podrucje konvergencije

Primjer 1. Nadimo podrucje konvergencije Laplaceove transformacije ako je:



a) f(t)=1zat>0

Fl)=AY)= [ £ "di = [ dr =] =1
0 0 N 0 S
Laplaceova transformacija F'(s) postoji za sve s > 0.
b) f()=e“ zat>01i a je realni broj
F(S):/l[f(t)]Z.[e_“’e_”dt = Je—<s+a>’dt __ 1 o - 1
0 0 s+a o Sta

Laplaceova transformacija F(s) postoji za sve s >-a.

Integrali su izraCunati za razli¢ite realne funkcije, 1 sastavljene su tablice
transformacijskih parova (Prilog 1). Ista tablica sluzi za preslikavanje iz realnog podrucja u
Laplaceovo podruc¢je i obrnuto. Za razliku od F(s)=A[f(?)], kao izravne transformacije,
inverzna se transformacija oznacavaja s f{1)=A" [F(s)] :

1=A" (PO | Feras 3)

c— joo
gdje je c tako izabran da integral (3) konvergira.

Svojstva Laplaceovih transformata

Sljede¢i teoremi ¢ine osnovu za Siroku primjenu Laplaceove transformacije. Nazivi
teorema odgovaraju operacijama s funkcijama-orginalima, osim kod teorema pocetne i
konac¢ne vrijednosti.

1. Teorem o linearnosti.
Laplaceova transformacija je linearna operacija, dakle za bilo koje funkcije f(?) 1 g(?)
za koje Laplaceova transformacija postoji i bilo koju konstantu a i b imamo:

Alaf (t)+bg (1)} =a A(H)+bA(g)

Dokaz. Prema definiciji,

0

Afaf () +bg(0)} = [ [af (1) + bg(1)] d

0

=afe™ f(t)at +bT e F(t)dt = aA(f)+bA(g).

0

Primjer 1.



Dokazimo da je A[coswt]=——— i A[sinwt]=—

s>+ S+

; 1 s+iw s+iw S .
Afe]= = ; 1T 2 2 2 st 2
s—iow (s—iw)(s+iw) s +o° s+ ST+

a prema teoremu o linearnosti,
A[e'™=A[cos wrt+i sinowt]=A[cos wf]+i A[sinaot].

2. Teorem o pomaku.
Ako je A[f(1)]=F(s) kada je s> s, tada je
Al e™ fit)]=F(s-a) (s>spta);
Dakle, mnoZenje s ¢’ u realnom podrucju ekvivalentno je pomaku u Laplaceovom
podrucju.

Dokaz. Prema definiciji,

o0

F(s)= j e £(t) dt

0

F(s—a)= je*H)’ £ dt =T e [e“’ 1) ] dt = Al f11)].

0

Primjer 2.
\: . at s—a
Dokazimo da je A[e” cosat)]|=—————.
(s—a) +w
Alcos ot]=— 5
O )

a prema teoremu o pomaku,

s—a
Ale” cosat]=—————.
(s—a) +w

3. Teorem o diferenciranju.
Ako je Laplaceov transformat od f{z?) jednak F(s) 1 ako se prva derivacija od f(?) po

vremenu di f(t) ,mozemo transformirati, tada je
4
d
/{Ef(t)} =sF(s) - f(0)

Dokaz. Promatramo slucaj kada je di f(¢) kontinuirana za sve ¢> (. Tada, prema definiciji 1

pomocu parcijalnog integriranja,

A{%f (t)} ZI ¢ {%f (’)} dr=[e 0], +SI€‘”f (1) dt =~ £(0)+5 AW



Clan £{0) je graniéna vrijednost funkcije f{#) kad se vrijednosti =0 priblizavamo s
desne strane.

Transformacija druge derivacije je:
d’ 2
A ?f(t) =s" F(s)-s f(0)-f'(0)

Transformacija n-te derivacije je:

AL; f(t)} =s"F(s) — s "'f(0) = s "°(0) -. . ... —£"0)

Vidimo da se kod diferencijalnih jednadzba pocetni uvijeti f(0), f'(0) 7™ 0)
ukljucuju automatski, dok se kod klasi¢nih metoda rjeSavanja oni uvode odvojeno u rjeSenje.

4. Teorem o integriranju.
Ako je Laplaceov transformat od f(z?) jednak F(s), tada je transformat integrala f{z):

Aﬁf (7) dr}lF(s) (s>0, s>5).
0 S

5. Teorem o retardaciji.
Ako je Laplaceov transformat od f{z) jhednak F(s), tada za vremenski pomak funkcije

f(t) za vrijdnost a (pozitivan realni broj) daje transformat:
Alf(t - )Jua()] =€ F(s)

gdje je u,(t) Heavisideova funkcija (jedini¢na skokomic¢na funkcija):

)= 0 zat<a (@>0)
Hall)= 1 zat>a 4=
Pualt)
1+ —
I
i
|
|
! k.
0 a - £

Slika 3. Heavisideova funkcija

Dokaz.

0

Fls)=Alf(9)]=[ e f (z)dz

0



0

e F(s)= J-e’s(”“)f(z')dr

0
supstitucija: r+a=t

e F(s)= Te‘”f(t —a)dt

Zelimo da granice integracije budu od 0 do . Radi toga funkciju f{#-a) zamjenimo s
funkcijom koja je jednaka nuli na intervalu 0<¢ < a 1 jednaka je f(t-a) za t>a:

0 za t<a
St —a)u, (1) ={

f(t—a) za t>a

00

e F(s)= j e f(t—a)u, ()dt = A[f{t - aua(1)].

0

Primjer 3.

f(t) = cost

oY

a

f(t—a)uq(t)

2
TN

Slika 4. Tlustracijski primjer f(t-a)u,(?) gdje je f(t)=cost

I« uglt)
0
0

~Y

6. Teorem pocetne vrijednosti.



Ako se f(1) i di f(t) mogu transformirati i ako je transformat od f(?) jednak F(s), a lim
t

f(t) postoji kad t—o, tada je:
l1m sF(s)=1im f(¢)

t—>0

6. Teorem konac¢ne vrijednosti.

Ako se f(1) i di f(t) mogu transformirati i ako je transformat od f(?) jednak F(s),a
t

postoji lim sF(s), tada je :
hm sF(s)=1im f(z)

t—0

Pomoc¢u teorema pocetne vrijednosti i kona¢ne vrijednosti mozemo naci vrijednosti
funkcije u realnom podrucju f(#) kod dva ekstrema, =0 1 t=c0 , i to bez koriStenja inverzne
transformacije.

Parcijalni razlomci

Za primjene je osobito vazna inverzna transformacija razlomljene racionalne funkcije
s obzirom na s. Takve funkcije rastavljamo na parcijalne razlomke i onda se prema teoremu o
linearnosti mozemo ograniCiti na inverzne transformacije parcijalnih razlomaka. Rjesenje je
tada zbroj svih pojedinih razlomaka preslikanih u realno podrucje.

Opcenito se transformat F(s) moze prikazati kao omjer dvaju polinoma G(s) 1 H(s),
koji su redova m i n, 1 koji se mogu prikazati padaju¢im redom potencija varijable s:

G(s) a,s"+a, s"" +--+as+a,

F(S) = - n n—1
H(s) s"+b, s" +---+bs+D,

am 1 b, su realne konstante, a koeficijent najviSe potencije od s u nazivniku moze se
izjednaciti s jedinicom. Uz to pretpstavljamo da je n>m i da je stoga F(s) pravi razlomak.

Jedan od nacina da se nadu parcijalni razlomci funkcije F(s) je pomocu algebarske
metode tzv. Heavisideovog razvoja. Kao konacni oblik dobijemo:

G(S)_ Q, Qa, s o a,

= + -+
H(s) s+p s+p s+ﬂ3 s+ s+,

F(s)=

gdje je H(s) reda n, a f3; su suprotne vrijednosti korijena jednadzbe H(s)=0.
Koeficijenti ¢; se dobiju pomocu slijedeceg generaliziranog izraza:

a, = lim ((s+ﬂ)

s—>-p,

G(s)j
H(s)

no, imamo li poseban slucaj da se korijeni £ jednadzbe H(s)=0 ponavljaju:



G(s) a a

F(s)= S T W

H(s) (s+p)" (s+B)"

korijeni ¢; se dobiju na sljede¢i nacin:

(s+8)" G(s)
H(s)
Y - lim ((s +)"G(s)
M ss-p H(S)
o = lim ( 1 d"™* (s+8)"G(s)
s—>-B\ (m—k)! ds"™* H(s)

Koeficijente o; mozemo dobiti i metodom neodredenih koeficijenata.
Dobivene parcijalne razlomke mozemo primjenom tablice sada lako prevesti u realno

podrucje:
-1 ] T (PR DU T %
=AW =A"| G2 ) | A (5 5) | 4[5+ 4)
i
oot (S+ﬂn)_
Primjer 1 Pronadi inverznu transformaciju od:
G(s s+1
Y(s)= ) =3 2
H(s) s +s —6s
Prikazimo Y(s) u obliku parcijalnih razlomaka:
Y(s) i —ﬁ+ 4 + 4

Nadimo koeficijente:
_sGh |1 sel ]
$(s—=2)(s+3)| _, 6

Imamo:
1 3

3

- s(s+3)| _, 10

2

Y(s)=

Inverzna transformacija:

ANV e+ e
6 10

__+ —
6s 10(s—2) 15(s+3)

:S(S—Z)(S+3)_S s—2 s+3

=a,ta, (S+ﬂ)+....+al(s+ﬂ)k—l

|

j (k=12 m-1)

s+1 2

- s(s=2)| _, 15

}-. . .+A‘1[(SJO:—’A)}

10



Primjena Laplaceovih transformacija

Primjer 1. Diferencijalna jednadzba koja opisuje linearni proces prvog reda ima oblik:
dy(t)
T—=+y=hkx(t
Rt

Radi ispitivanja dinamickog vladanja procesa uvodi se jedinicna skokomi¢na pobuda (x(z) je
Heavisideova funkcija). Nadimo prijelaznu pojavu tog procesa (y(?)) uz nulte pocetne uvjete
y(0)=x(0)=0.

Prevodenje u Laplaceovo podrucje:

7[sY(5) = y(0)]+ ¥(s) = kX (s)
Y(S)[z's + 1] =kX(s)

Y(s)z%X(s)

u Laplaceovom podrucju X(s)= !
S

k
ko1 k T
Tstls T(s+—)s (s+-)s
T T
k=~
z'
K A B
Y(S): 1 = 1+?

(s+—)s s+—
T T
1
K=A4s+B(s+-)
T

s:—l: K:A(—l)+B{(—l)+l}:A(—l)—> A=—-k
T T T T

T
s=0: K:A-0+B(0+l):Bl — B=k
T T
Y(s)=—k 1 +k(lj
1 s
S+
T

Nakon rjeSenja jednadzbe u Laplaceovom podruc¢ju vracamo se u realno podrucje:

1

V()= A [Y(s)]=~k-e © +k-1

y(t)=k(l-e 7)

11



Primjer 1. Nadimo partikularno rjesenje linearne diferencijalne jednadzbe:
V() =3Y' () +2y(1) =4t +e" y(0)=1,  y(0)=L

Prevodenje te jednadzbe u Laplaceovo podrucje:

1
s—3

szY(s)—s+l—3(sY(s)—1)+2Y(S)=i2+
S

Rijesimo to po Y(s) i prikazimo Y(s) u obliku parcijalnih razlomaka:

G(s) 5" =75 +13s” +4s-12

H(s) s*(s—3)(s* —3s+2)
A 4 B C D

=—F+—+ + +

s s s-3 s-2 s-1

Y(s)=

Nademo koeficijente:
G(s) 12

2T (5-3)(s"=3s+2)|, 6

A _4d Gl _d s =75’ +13s’ + 4512
1_dsH(s) ds (s—3)(s* —35+2)

G

s (s =35 +2)
_ G(s)

= S2(S—3)(S—2) -

_ G(s) 1

TS -36-2|, 2

s=0

Imamo:

Y(s):%—g+ 2 1
s© s 2(s-3) s-2 2(s-1

Nakon rjeSenja jednadzbe u Laplaceovom podruc¢ju vracamo se u realno podrucje:

2 2 1 2 1}

_ 4l =AlZ£_Z - -
YO)=ATIY ()]=4 Lz s 2(s-3) s-2 2(s—1)

1 1
N=2t-2+—¢" -2e* ——¢'
»(t) 5 5



Osvrt na z-transformaciju

U diskretnim sustavim, umijesto funkcija, javljaju se nizovi. Danas, uz sve vecu
primjenu racunala na vaznosti dobivaju vremenski diskretni zapisi. Matematicke tehnike za
analizu takvih diskretnih sustava su jednadzbe diferencija i z-transformacija.

Pretpostavimo da uzorkujemo kontinuiranu varijablu koja je funkcija vremena f{z).
Budu¢i da uzorkovane vrijadnosti kontinuirane funkcije f{#) postoje samo u trenutku
uzorkovanja, niz brojeva koji odgovaraju vrijednosti funkcije u vremenu uzorkovanja
mozemo zapisati kao:

f(t) za m=0,1,2,...

0 inace

f(mT) = {
gdje je T;interval uzorkovanja.
Vremenski diskretni zapis kontinuirane funkcije /) ozna¢iti éemo s £ (¢). Buduéi da je

vremenski diskretni zapis f'(2) podskup od kontinuirane funkcije f{z), mozemo primjeniti
Laplaceovu transformaciju na f (1) :

F'(s)= j £ (e dt
0
Buduc¢i f (t) postoji samo u trenutku uzorkovanja integral mozemo zamijeniti sa sumom:
F'(s)=[f"(0)e™dt ="y f(mT)e"™™"
0 m=0
Uvodeéi supstituciju z = ' imamo:

F'(5)=3 f(mT)e ™™ = f(mT)z™ = F(2)

m=0 m=0

Dakle, z- transformacija kontinuirane funkcije f{?) uzorkovane s intervalom uzorkovanja 7 je
definirana sljede¢im izrazom:

2[5 0]=F@=Y fonT)z"

Kako je z-transformacija zapravo samo Laplaceova transformacija vremenskog
diskretnog zapisa, kao takva nasljeduje mnoga svojstva Laplaceove transformacije koja su
navedena gore. Tablica z- transformacija se nalazi u prilogu (Prilog 2.).

Preslikavanje s-podrucja u z-podrucje ostvareno je slijede¢im izrazom:

sT,
z=e€e "’
koji mapira cijelu lijevu stranu s- podru¢ja u ravninu omedenu jedinicnom kruznicom, tzv. z-
podrucje (Slika 5.).

13



Slika 5. s- podrucje i z- podrucje

Kako je z- transformacija beskonacni red potencija, ona postoji samo za one
vrijednosti varijable z za koje red konvergira konacnoj sumi. Podrucje konvergencije z-
transformacije je skup svih vrijednosti z za koje F(z) postize konacne vrijednost.

Primjer 1. Odredimo z- transformaciju i njezino podrucje konvergencije sljedeceg signala
(Fs=1):

r | x(m)
m=k

1
x(my=o0(m-k)= %(]

m=k

X(Z)zié(m—k)z”" —1.77% :Lk
z

m=0

X(z) postoji za sve vrijednosti z osim z=0. Podrucje konvergencije je cijelo z-podrucje
osim z=0 (Slika 6.).

NI

Slika 6. Podrucje konvergencije z-transformacije primjera 1.

14



Primjer 2. Odredimo z-transformaciju niza:

{f(m)}={1,3,2,0,4,0,0,0}

F)=Y f(m)z"

F(z)=143z"+2z"+4z

Primjer 3. Odredimo z-transformaciju Heavisideove funkcije uzorkovane pri 7,=1:

A xm)

1

xom}|”  ={L1111,..}

R=1
£
1 o 1 2 3. >
m
X(z)=1l+z"+z2 427 4tz oo
X(Z):Zz_m
m=0
kako je:
Y=, Ja<I
=0 l-a
imnamo:
1 z
X(z)=—==
—z z—1

Primjer 4. Diskretni sustav je odreden slijedecom jednadzbom diferencija:

x(m+2)—%-x(m+l)+%-x(m)zu(m)

s pocetnim uvjetima x(0)=0, x(1 )Zg .Nadimo odziv sustava na Heavisideovu

funkciju,u(m) kao pobudu.



Prijelaz u z-podrucje:

[ZZX(Z)—sz(O)—Zx(l)}—%-[zX(z)—zx(O)]—i—%-X(z)=
Rijesimo po X(z):
2 3 Uy 2 2 2 3,
{Z 2 +2}X() TGy

Z[1+(Z+1)(Z—1)] 3 z

X(2)= 1 1
E=D-D=(z-5) E=-D)(E=)

Nadimo parcijalne razlomke od X :
z
X(2) z° A B C
P I GoDy oz 1
z=1)’(z—= B ==
(z=D( 2) 5
2
A== -1
1 1
z—— 1-—
pA 2

. )

C= 5
(z=1*|1 (1 J
2 ——1
2

z' = A(Z—%)+B(Z—%)(Z—1)+C(Z—l)2

z2:1=B+C=B+1—> B=0

2z z

-1y, 1

z——

2
Inverzna z-transformacija (tablica z-transformacija):

X(2)=

1 m
x(m)=2m+| —

z—

16
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Prilog 1.: Tablica Laplaceovih transformacija

0] F(s)
1. 1 1
s
2. c c
s
3. t 1
S2
4, t" n!
Sn+1
3 T T
N %
6. e 1
S+a
7. te ™ 1
(s+a)
8. sinat a
s’ +a’
9. cosat s
s’ +a’
10. L-sinat a
2a (s2 +c12)2
11. t-cosat s2—q?
(s2 +a2)2
12. e -sinbt b
(s+a) +b’
13. e ™ .cosht s+a
(s+a) +b*
14. e £(t) F(s+a)
15. £'(¢) sF(s)-£(0)
16. /() s*F(s)-5/(0)- /(0)
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Prilog 2.: Tablica z- transformacija

fin)

|.|'.:

[y

H

i
.\.I

sin [

oz sin B

dizeosp+a’

[F

& -
cos [

zlz — acosp)

= —mcosp+a’

iz

(z-al

» i a'z
HA{n -2} lz—al
[Ii $ .I, I:! rr': |_—I
ke —-1) (z—af

rrl 'z

Fin

i+ k&

=" =) ::l. e’

nfin)

=F )

or

Iiaz)

flmhe i)

l K er(m

Fizy-0a2)
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